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Введение 

В прошлые века эпидемии, распространяемые переносчиками 
(такие как Крымская геморрагическая лихорадка, малярия, лихорад-
ка Денге), происходили в основном в экваториальных зонах и на 
прилегающих к ним территориях. Однако в последние десятилетия в 
связи с потеплением климата наблюдается расширение эпидемиче-
ских ареалов на север. Это относится ко многим заболеваниям, рас-
пространяемым переносчиками (свободно живущими насекомыми и 
паразитами). Для Российской Федерации эта проблема стоит так же 
остро, как и для остальных экономически развитых и развивающих-
ся стран северного полушария. Острота проблемы связана с тем, что 
на юге РФ граничит со странами, в которых противоэпидемическая 
служба и санитарно-эпидемический контроль либо были разрушены 
при распаде СССР, либо вообще отсутствовали и отсутствуют в на-
стоящее время. Возникновение эпидемий начинает по-новому зави-
сеть от сезонной динамики, специфики демографических факторов и 
особенностей поведения самих переносчиков, что особенно важно 
при анализе спорадических эпидемических вспышек [1]. 

Математические модели применяются для анализа распро-
странения эпидемических заболеваний давно [2], но лишь в по-
следнее время стало ясно, что эти модели неполны. Учет старения 
в популяциях переносчиков позволил наметить пути уточнения 
выражений для базовой скорости репродукции инфекции, векто-
риальной емкости и энтомологического темпа инокуляции – ос-
новных количественных параметров, описывающих распростра-
нение инфекции [3]. В статье [4] положения этой работы были 
развиты. В частности, было показано, что возраст является важ-
ным фактором, влияющим на способность переносчика перено-
сить патоген. Были получены числовые характеристики старею-
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щей популяции переносчиков (выражения базовой скорости ре-
продукции инфекции, векториальной емкости и энтомологическо-
го темпа инокуляции), что позволило перейти к анализу распро-
странения инфекции и возникновению эпидемий. Эти вопросы и 
составляют содержание настоящей работы. 

Динамика эпидемического процесса  
при учете старения 

Динамика эпидемического процесса, вызываемого переносчи-
ком, зависит от множества величин, прежде всего от числа инфици-
рованных людей в популяции, интенсивности контактов переносчи-
ков с хозяевами, доли инфицирующих (переживших инкубационный 
период) переносчиков и количества инфицирующих переносчиков, 
приходящихся на одного человека. Динамика такого процесса опре-
деляется изменением во времени долей инфицированных людей и 
инфицирующих переносчиков.  

Чтобы вывести уравнения распространения инфекции, рассмот-

рим функцию вероятности распределения ( )f t  того, что москит, 

появившийся на свет в момент y , будет инфицирован при первом 

контакте (укусе) в момент времени t:  

( ) ( )
( )( )

( ) ( )

t

c X y d

yf t dt c t X y t e S t dtσ

− α τ +τ τ∫
= α + ,   (1) 

где ( )X y  – доля инфицированных людей в популяции в момент 

времени y, α(t) – темп контактирования москитов с хозяевами, c – 
инфективность (вероятность передачи инфекции от человека ко-

мару при их контакте), ( )S x – функция дожития, σ– минималь-

ный возраст начала контактирования. Допустим, что смертность и 
темп контактирования постоянны во времени, но зависят от воз-

раста. Тогда вероятность ( )p x  того, что москит в возрасте x, поя-

вившийся на свет в момент времени y, является инфицирующим, 
т.е. инфицированным и пережившим инкубационным период дли-
тельностью n дней, равна  
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( ) | |
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t
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x n c X y d

p x f t S t n t S x t n dt

cS x t X y t e dtσ

−

σ

− − α τ +τ τ

σ

= + + =

∫
= α +

∫

∫
               (2) 

Обозначим через ( )Y T  долю инфицирующих переносчиков, а 

через ( )N T  – полное число переносчиков в момент времени T. Для 

вычисления ( )Y T  следует принять во внимание все когорты пере-

носчиков, которые живы в этот момент времени. Пусть далее ( )t dtε  

означает количество переносчиков, появившихся на свет в интерва-

ле времени ( ],t t dt+ . Тогда 

( )
( )

( )
( )

( ) ( )

1
( ) ( )

1
( ) ( ) ( ) .

t

T x

n

x n c X T x d

n

Y T T x p x dx
N T

c T x S x t X T x t e dtdx
N T

σ

∞

−

σ+

∞ − − α τ − +τ τ

σ+ σ

= ε − =

∫
= ε − α − +

∫

∫ ∫

 (3) 

Если α(t) = const, то последнее соотношение эквивалентно сле-
дующему:  

( )
( )

( )1
( ) ( ) ( ) .

t

x n c X T x d

n

Y T c T x S x X T x t e dtdx
N T

σ

∞ − − α − +τ τ

σ+ σ

∫
= α ε − − +∫ ∫   (4) 

Оба уравнения существенным образом отличаются от классиче-
ского дифференциального уравнения, которое использовалось в тео-
рии математического анализа эпидемий вплоть до настоящего вре-
мени [5]:  

( ) ( ) ( ) ( )
d gn
Y T acX T e Y T gY T

dT

− = − − 
 

,             (5) 

где g – не зависящая от возраста смертность переносчика.  
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В последнем уравнении отсутствуют переменные, описывающие 
как само старение, так и возраст начала контактирования москита с 
хозяином. Кроме того, в нем невозможно учесть гетерогенность 
внешней среды. В отличие от этого уравнения, в уравнении (4) учи-
тывается как старение переносчиков и конечность интервала време-
ни до начала контактов, так и возможная зависимость от времени 
плотности популяции переносчиков. Благодаря этому в принципе 
открывается возможность учета эффектов гетерогенности окру-
жающей среды.  

Дифференциальное уравнение для доли инфицированных людей 

( )X T  в популяции в момент времени Т имеет вид [5] 

( ) ( )(1 ( )) ( )
d
X T mb Y T X T X T

dT
= α − − ρ ,                 (6) 

где ρ  – темп выздоровления зараженного человека, m – количество 

переносчиков, приходящихся на одного человека, b – инфективность 
(вероятность передачи инфекции от комара к человеку при их кон-
такте). Уравнения (4) и (6) полностью определяют динамику эпиде-
мического процесса, вызываемого переносчиком.  

В опубликованных работах [6– 8] анализ процессов распростра-
нения эпидемий, сходных с малярией, ограничивался асимптотиче-
ским поведением функции (4) и решением уравнений (5) во времени. 
При отсутствии старения и при постоянном темпе контактирования 
условие того, что эпидемия «персистирует» (продолжается), форму-
лируется в виде неравенства для базовой скорости репродукции ин-
фекции R0:  

( )2

0

exp
1

gnm bc
R

g

−α
= × >

ρ
                  (7) 

Ниже будет продемонстрировано, что при наличии старения это 
условие меняется существенным образом, так что игнорирование 
старения дает слишком пессимистический прогноз развития эпиде-
мий. При этом мы ограничимся постоянным темпом контактирова-

ния ( )tα = α , что соответствует классическому подходу.  
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Стационарная и стабильная популяции 

Рассмотрим сначала стационарную популяцию, в которой мос-
киты появляются на свет с постоянной скоростью ε , а размер ста-

ционарной популяции равен 
0

( )N S d

∞

= ε τ τ∫ . Подставляя это соотно-

шение в (4), получаем выражение для доли инфицирующих моски-
тов в момент времени T в форме  

( )

0

( ) ( )

( )

( )

t

x n c X T x d

n

c S x X T x t e dtdx

Y T

S d

σ

∞ − −α − +τ τ

σ+ σ

∞

∫
α − +

=

τ τ

∫ ∫

∫
.           (8) 

Функция ( )Y T  и решение уравнения (5) ( )X T  в зависимости от 

времени стремятся или к нулю (это означает, что эпидемия не возника-

ет), или к некоторым отличным от нуля стационарным значениям Y�  

и X� . Во втором случае эпидемия персистирует. Чтобы найти условия, 

при которых эпидемия устойчива, выразим Y�  следующим образом: 

( )

0

0 0

( ) ( )

( ) ( )

x n x n
cX t cXt

n n

c S x Xe dtdx cX S x e dtdx

Y

S d S d

∞ − ∞ − −σ
−α −σ −α

σ+ σ σ+

∞ ∞

α α

= =

τ τ τ τ

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫

� �� �

� . (9) 

Из условия ( ) 0
d
X T

dT
=�  следует, что 

(1 ) 0mb Y X Xα − − ρ =� � �     (10) 

и 
(1 )

X
Y

m b X

ρ
=

α −

�
�

�
.                                     (11) 

Окончательно выражение для стационарного значения X�  полу-
чается в форме 
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X
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∞

∞
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α + + σ

=

τ τ

∫ ∫

∫

∫ ∫

∫

�
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�
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                 (12) 

Введем функцию  

( ) ( )
t

f t S x n dx

∞

= + + σ∫                                    (13) 

и величину  

( )2
0

0

0

( )

s

f t dt
m bc

R

S x dx

∞

∞

α
= ×

ρ

∫

∫
,                                 (14) 

а затем перепишем это уравнение как  

( )

( )
0 0

0 0

( )

1
( ) ( )

cXt cXt

t

cX e S x n dxdt cX e f t dt
X

m b X
S d S d

∞ ∞ ∞

−α −α

∞ ∞

α + + σ α
ρ
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∫ ∫ ∫
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� �� �
�

�
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Отсюда получаем 

( )
( )

0

0

0

1

( )

cXt

s

e f t dt
X

X X
R

f d

∞

−α

∞
= −

τ τ

∫

∫

�

�
� � .                         (16) 

Уравнение (16) имеет корень 0X =�  и, возможно, второй корень, 

который удовлетворяет соотношению 0 1X< <� . Чтобы найти усло-
вия существования ненулевого корня, отметим, что для любого 
0 1X< <�  имеет место неравенство  
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X
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∞
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∞
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∫

∫
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Тогда уравнение 

( )
( )

0

0

0

1
1

( )

cXt

s

e f t dt

X
R

f d

∞

−α

∞
= −

τ τ

∫

∫

�

�                                 (18) 

имеет решение в том и только в том случае, когда  

( )2
0

0

0

1

( )

s

f t dt
m bc

R

S x dx

∞

∞

α
= × >

ρ

∫

∫
.                              (19) 

Величину 0
sR  можно выразить в виде 0

s bc
R C=

ρ
, где С – вектори-

альная емкость в стационарной популяции [4]:  

  

( )
( )

2

0

x n

m
C S d dx

S d

∞ ∞

∞

σ +

 α
= τ τ 

 τ τ
∫ ∫

∫
,                        (20)  

и по аналогии со случаем нестареющей популяции трактовать ее как 
базовую скорость репродукции инфекции. Условие (19), таким обра-
зом, при учете старения и ненулевого возраста начала контактиро-
вания заменяет классическое условие для нестареющей популяции 

2

0
gnm bc

R e
g

−α
=

ρ
> 1.  

Стационарное значение доли инфицированных людей X� можно 
либо вычислить как ненулевое решение уравнения (12), либо ап-

проксимировать аналитически в результате разложения по X�  в ок-
рестности точки 0 правой части соотношения  
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0
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0
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1
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f t dt

X
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∞

∞

−α
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∫

∫
�

�                                  (21) 

Аппроксимирующая формула имеет вид  

( ) 0
0 0

0

( )

1 /

( )

s s

c tf t dt

X R R

f t dt

∞

∞

 
α 

 ≈ − +
 
  
 

∫

∫

� ,                          (22) 

что в случае 0 0
sR R= совпадает с классическим выражением для не-

стареющей популяции [9]: 

0

0

1R
X

c
R

g

−
=

α
+

� .                                            (23) 

Графики точной и аппроксимирующей зависимостей X�  от 0
sR  

представлены на рис. 1.  
установившаяся доля инфицированных людей

 аппрокс.
  точная

базовая скорость репродукции инфекции  

Рис. 1. Точная и аппроксимирующая зависимости  

стационарного значения доли инфицированных людей X�   

от базовой скорости репродукции инфекции 0
sR  
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Видно, что при практических вычислениях вместо точной зави-

симости X� ( 0
sR ) можно использовать аппроксимацию.  

В стабильной популяции москитов условие развития эпидемии 
можно получить, используя соответствующую формулу для векто-
риальной емкости [4] (r – показатель роста популяции):  

( )
( )

( )

( )

2 2
0

0

0 0

rt

s rx

rt rtx n

e f t dt
bc ma bc ma bc

R C e S t dtdx

S t e dt e S t dt

∞

−

∞ ∞
−

∞ ∞

− −σ +

= = = ×
ρ ρ

ρ

∫
∫ ∫

∫ ∫
. (24) 

Тогда соотношение (19) принимает следующую форму:  

( )2
0

0

0

1

( )

rt

s

rt

e f t dt
m bc

R

e S x dx

∞

−

∞

−

α
= × >

ρ

∫

∫
.         (25) 

Второй сомножитель этого произведения отражает роль ста-
рения в анализе динамики эпидемий. Когда присутствует старе-
ние, величина R0 может оказаться меньше, чем при отсутствии 
старения. Таким образом, в критических случаях эпидемия, пред-
сказанная моделью при отсутствии старения, на практике может 
не возникнуть 

Роль старения в развитии эпидемии 

Новое выражение для базовой скорости репродукции инфекции, 
приведенное в предыдущем разделе, в случае наличия старения по-
зволяет сделать более точное предсказание возникновения инфекции 
и выяснить, когда предсказания с помощью модели без учета старе-
ния ошибочны. Результаты вычислений процесса развития эпидемии 
с параметрами, данными в работе [3] α=0.75, b=c=0.5, g=1/32, 
ρ=0.01, n=10, σ=3, приведены на рис. 2.  
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Доля инфицированных (логистическая модель)

                      москиты
                           люди

                                                                                              время (дней)

Доля инфицированных (нестареющая популяция)

                      москиты
                           люди

                                                                                             время (дней)  

Рис. 2. Динамика развития эпидемии при наличии  
(верхняя панель) и отсутствии старения (нижняя панель) 

 в популяции москитов. 

Плотность москитов m=1.5. Стационарные значения долей ин-
фицированных людей при больших значениях базовой скорости ре-
продукции инфекции в обоих случаях близки. 

На верхней панели показано изменение во времени долей инфици-
рованных людей и москитов при старении, когда смертность описыва-
ется логистической моделью. На нижней панели приведены те же кри-
вые при отсутствии старения. В обоих случаях плотность москитов m 
=1.5. Базовая скорость репродукции инфекции при наличии старения 

0 167,3SR = , а при его отсутствии 0 449,6R = . Для столь высоких зна-

чений R0 эпидемия начинается в обоих случаях, а стационарные значе-
ния долей инфицированных людей близки друг другу.  

Однако для низких значений R0 ситуация оказывается другой  
(рис. 3). Для тех же параметров, что и на рис. 2, но при низкой плотности 
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москитов m=0.007 величина базовой скорости репродукции инфекции в 
стареющей популяции равна 0 0,8SR = , а в нестареющей популяции – 

0 2,1R = . Это означает, что в присутствие старения эпидемия не начнет-

ся, хотя в отсутствие старения модель и предсказывает ее развитие.  
На верхней панели рис. 3 показано затухание эпидемии в ста-

реющей популяции москитов, а на нижней – развитие эпидемии при 
отсутствии старения. Рис. 3 показывает, что игнорирование старения 
может привести к ошибочным выводам относительно возникнове-
ния и развития эпидемии, что особенно важно в неясных ситуациях, 
Последнее обстоятельство имеет место, когда показатель базовой 
скорости репродукции инфекции близок к 1.  

Доля инфицированных (логистическая модель)

                                                                                                            москиты
                                                                                                                 люди

                                                                                                   время (дней)

Доля инфицированных (нестареющая популяция)

                            москиты
                                 люди

                                                                                                     время (дней)  

Рис. 3. Динамика развития эпидемии при наличии  
(верхняя панель) и отсутствии старения (нижняя панель)  

в случае малой плотности москитов m=0,007 
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Заключение 

Возраст влияет на способность переносчика переносить патоген, так 
что старение является существенным фактором, который позволяет 
улучшить прогноз развития эпидемий, вызываемых переносчиками. В 
настоящей работе было показано, что включение процессов старения 
переносчиков в анализ распространения эпидемий позволяет в замкну-
том виде получить уравнения их развития (см. табл. 1). Количественные 
расчеты, выполненные по полученным формулам, позволили выяснить, 
когда игнорирование старения приводит в отношении распространения 
эпидемий к излишне пессимистическим результатам. На вопрос о воз-
никновении эпидемии при малых значениях показателя базовой скоро-
сти репродукции инфекции учет старения дает негативный прогноз, то-
гда как при отсутствии старения эпидемия должна возникнуть.  

Таблица 1 

Уравнения, описывающие  
динамику развития эпидемий 
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Этот результат, подобно результатам статьи [4], может оказаться 
критически важным, когда обсуждаются вопросы изменения клима-
та Земли. В таком случае возникновение эпидемий начинает по-
новому зависеть от сезонной динамики, специфики демографиче-
ских факторов и особенностей поведения самок взрослых перенос-
чиков. Результаты, полученные в настоящем исследовании, свиде-
тельствуют о том, что в критических случаях классические модели 
развития эпидемий могут дать ошибочные предсказания.  
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